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激光粒度测量的综合反演及参数选择
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摘要：为了有效地将激光粒度仪所获得的光能分布反演为颗粒粒度分布，提出了一种无模式综合反演算法，即二阶段迭

代算法。该算法综合采用了改进的共轭梯度法和松弛迭代法的优点，使用共轭梯度法做第一步预迭代，利用其快速收敛

性和解的平滑性得到第二步迭代的初始解；然后，使用正则化方法对原问题进行修正处理以得到具有较好稳定性的正则

化方程；最后，采用改进的松弛迭代法把第一步预迭代的解作为初始解对改进后的正则化方程进行行迭代求解。对算法

进行了分块操作，并对所有模块如共轭迭代法、正则化法、松弛迭代法进行分析，指出各模块的可行性与必要性，同时进

行各模块参数的独立和综合的最优化选择。相比于单独地使用以上某一种方法，该综合方法能同时改进解的稳定性和

准确性，对单峰和多峰分布的国家标准样品及具备噪声的模拟信息测试也取得了较好的分辨精度。
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１　引　言

　　与其它颗粒粒度测试仪器相比，激光粒度仪

具有测量范围宽、分析速度快、再现性好、可实现

在线测量等特点，因此已成为颗粒测试应用最为

广泛的仪器之一。现代激光粒度仪大多基于 Ｍｉｅ

散射原理，即光散射原理。当一束细的平行激光

照射到待测颗粒上时，部分光能被散射，由于不同

粒径的颗粒对同一波长激光的散射光能在光电探

测器阵列上的分布不同，即可以根据实测的光能

分布来逆推待测颗粒群的颗粒粒度分布。因此，

对于激光粒度仪所获得光能分布进行反演算法的

研究是改进其测量准确度的重要研究课题之一。

已有的反演算法可以分为分布函数算法和无分布

函数算法两类，又分别称为模式算法和无模式算

法。模式算法假设被测颗粒体系的颗粒尺寸分布

满足某个已知的分布函数（如ＲｏｓｉｎＲａｍｍｌｅｒ分

布或正态分布等），因此可以通过一定的优化方法

来确定分布函数中的待定参数。无模式算法不需

事先假定被测颗粒体系的分布形式，而是根据实

际测量结果直接求解第一类Ｆｒｅｄｈｏｌｍ 积分方

程。现代的反演算法主要采用无模式算法［１７］。

而目前常用的激光粒度仪无模式反演算方法各有

其优点和缺点，难以达到稳定性与准确性的统一。

作者曾提出一种综合的无模式反演算法［６］，

即二阶段迭法算法。该算法综合了共轭梯度法、

Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化和松弛迭代法等３种方法，一定

程度上改进了反演算法的准确性和稳定性。与标

准颗粒样品比较验证后表明，此无模式综合反演

算法无论是准确度、稳定性、速度和光滑性均在一

定程度上达到了实际应用的要求。为了从理论上

了解这种无模式综合算法反演激光光强分布相对

所测颗粒粒度分布的可行性，本文分析了共轭梯

度法、正则化处理法和松弛迭代法３个模块对该

算法的贡献，并分别讨论了每个模块对整个算法

的全局性影响和有效参数的选择问题。

２　算法的理论分析与参数选择

　　 由于该算法是由共轭梯度法、正则化处理法

和松弛迭代法３部分综合而得，因此，需要分别讨

论每个模块对整个算法的全局性影响，这里从如

下几个方面对各种模块的作用进行讨论。

（一）收敛性，是指算法每一步迭代的结果与

未知的真实解之间的差别。好的迭代法具有好的

收敛性，一方面是指算法的解能在有限步迭代过

程内趋向于未知的真实解；另一方面是指这一收

敛过程应该够快够稳定。

激光粒度仪的反演算可以看作是对 犕狓＝犈

的求解（式中犕 代表 Ｍｉｅ散射矩阵，狓代表颗粒

分布，犈代表光靶接收到的光能）。由于 犕 矩阵

是一个非对称矩阵，不利于迭代法求解，故将原式

化为犕－１犕狓＝犕－１犈的形式，便可写成：

犃狓＝犫，（犃＝犕－１犕，犫＝犕－１犈）． （１）

对于求形如犃狓＝犫的对称线性方程，有些学

者［５］认为可以把此反演问题等价为求解狓使式

（‖犫－犃狓‖２＋‖狓‖２）取得最小值的问题，因此，

这里分别用余值‖犫－犃狓‖２ 和‖狓‖２ 的变化来

表征收敛性。其中前者表示的是迭代解与真实解

的距离，后者是指迭代解本身及其光滑性，必须使

‖犫－犃狓‖２ 和‖狓‖２ 都尽量小。但是，一般情况

下，两者又是相互冲突的，研究其收敛性时不免要

在其中取一个折衷点，使两者都足够小。

（二）解的稳定性，解的稳定性包括两层含义，

其一是由于在实际应用中，算法不可避免地要与

各种误差打交道，具有一定的稳定性，能抵抗一定

程度的误差是一套成熟算法必须具备的性能；其

二，求解过程中应保持稳定的迭代，这是为避免所

求的解在前一次迭代和后一次迭代中变化太大而

影响迭代次数的选择。

２．１　共轭预迭代对算法的影响

共轭梯度法作为一个预处理模块，在算法中

处于第一阶段。之所以采用共轭梯度法作为预迭

代，是因为相对于其它的迭代法，它具有良好的收

敛性。下面对共轭梯度法的收敛性进行分析，通

过对比分析有无共轭梯度法作为预迭代的算法之

间的差别，来验证这一模块的可行性和必要性。

２．１．１　共轭梯度法的收敛性

从收敛性来看，共轭梯度法要远远优于松弛

迭代法，如图１所示。

从图１（ａ）中可知，共轭梯度法的第５０次迭
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（ａ）余值（犃狓－犫）

（ａ）ｎｏｒｍ（犃狓－犫）

（ｂ）余值（狓）矩阵向量

（ｂ）ｎｏｒｍ（狓）

图１　共轭梯度法与松弛迭代法的余值图比较

Ｆｉｇ．１　Ｄｙｎａｍｉｃｔｒｅｎｄｓｏｆｎｏｒｍ（犃狓－犫）ａｎｄｎｏｒｍ

（狓）ｄｕｒｉｎｇｔｈｅＣＧａｎｄｔｈｅＳＯＲｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

代结果己经可以达到松弛迭代法的第１０００次迭

代结果，其速度方面的优势使之既能大幅度减少

计算机的工作量，缩短计算时间，又能产生余值较

低的第二次迭代初值。图１（ｂ）也表明，对于余值

ｎｏｒｍ（狓），共轭梯度法在第５０次左右时和松弛迭

代法处在同一水平。综合权衡这两项余值关系，

将迭代次数设为５０左右，以兼顾两项余值，即：使

解的准确性和光滑性达到一个平衡。

虽然共轭迭代法产生的解在准确性方面优于

松弛迭代法，但是，仅凭共轭迭代法是无法得到非

负解的，也就是说，共轭迭代法只能作为一个预迭

代模块以取得较优的第二步迭代初值，仍需进行

后续求解。

２．１．２　采用共轭梯度法作为预迭代

下面比较采用共轭梯度法作为预迭代法和不

采用预迭代法的解。图２描述了两种方法得到的

迭代余值，由上节得到了单纯用松弛迭代法进行

１０００次迭代以及采用共轭梯度法迭代５０次后再

采用松弛迭代法对行迭代的余值走向图（如图１

（ｂ）），从而验证了采用共轭梯度法作为预迭代的

可行性和必要性。

图２　采用共轭梯度法作为预迭代法和不采用预迭

代法的余值图比较

Ｆｉｇ．２　Ｄｙｎａｍｉｃｔｒｅｎｄｏｆｎｏｒｍ（犃狓－犫）ｗｉｔｈｏｒｗｉｔｈ

ｏｕｔｔｈｅＣＧｐｒｅｃｏｎｄｉｔｉｏｎｅｄｉｔｅｒａｔｉｏｎ

由图２可知，采用共轭梯度法作为预迭代的

方法兼顾了收敛速度和稳定性，使解能稳定地达

到所要求的余值精度。说明采用预迭代法无论从

收敛性、稳定性和各项余值方面均优于单纯的松

弛迭代法。

２．２　正则化处理对算法的影响

通过验证可知采用共轭梯度作为预迭代能给

算法带来良好的收敛特性，但同时发现这种算法

在抵抗噪声方面并不理想，因此，有必要对算法的

抗噪性能进行改良，本节即是采用正则化处理对

算法进行改进的过程。

２．２．１　正则化对方程的病态性改良

若方程犃狓＝犫是病态的，即是说当犫有极小

的变化（各种误差）而成为珘犫时，所解得的珘狓与原

问题的狓相差甚远。而表征这种病态性一般采用

条件数ｃｏｎｄ（犃），其计算公式为：

ｃｏｎｄ（犃）＝‖犃‖·‖犃
－１
‖ ． （２）

条件数越大，方程病态性越严重，越难求到稳

定解。为了降低方程的病态性，可以采用与原方

程犃狓＝犫邻近而条件数更低的（犃＋α犔
Ｔ犔）狓＝犫

来代替原方程。可以看出如果正则化参数α和正

则化矩阵犔取得合适，符合原方程犃狓＝犫的解狓

可近似地满足正则化后的方程（犃＋α犔
Ｔ犔）狓＝犫。
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当犔＝犐（单位矩阵）时，称为Ｔｉｋｈｏｎｏｖ正则化的

标准形式［３］，这里用 Ｔｉｋｈｏｎｏｖ的标准形式做一

系列的对比。

图３　Ｔｉｋｈｏｎｏｖ标准形式中正则化参数对矩阵条件

数的影响

Ｆｉｇ．３　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｎｍａｔｒｉｘ

ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｉｎｄｅｘｉｎＴｉｋｈｏｎｏｖ

由图３可见，一般地，正则化参数越大，矩阵

条件数越小。不作正则化时，犃 的条件数为

３．７４８０×１０２１，而当α＝１时，犃＋犐的条件数为

１．２７６７×１０１０，即犃 与犃＋α犔
Ｔ犔的条件数相差

１０１１倍。而且，在犃的对角线上每一个元素值加１

一般不会对原方程造成多大的改变。

然而，并不是正则化参数取得越大越好，显然

正则化前提是用邻近病态性较小的方程来取代原

方程。正则参数取得越大，方程越来越偏离原方

程，这样所求的解也就没有任何意义了。为了说

明正则化参数对解的影响，采用图例法举出正则

化参数α＝５
狀，（狀＝０，１…９）时解的变化

图４　不同正则化参数对Ｔｉｋｈｎｏｖ标准型正则化解

的影响

Ｆｉｇ．４　Ｅｆｆｅｃｔｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

ｏｎｓｏｌｕｔｉｏｎｓｏｆＴｉｋｏｈｎｏｖｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ

从图４中可知，正则化参数取得越大，解越

光滑，而且在解左端的意外小峰和右端的凸起也

会逐渐消失，这说明解的稳定性也有所提高。但

同时解也变得扁平，从而使颗粒分布变宽。对算

法有改良作用的 α 值大约应取为 １５６２５～

３．９０６２５。为了讨论在正则化参数选取过程中计

算光能、假设光能和噪声光能的拟合程度，从余

值、光能曲线和解的对比３个方面分别进行分析。

图５　正则化参数对光能余值的影响

Ｆｉｇ．５　Ｉｎｆｌｕｅｎｃｅｅｏｆｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｎｒｅ

ｓｉｄｕａｄｄａｔａｏｆｌａｓｅｒｅｎｅｒｇｙ

图５为正则化参数α在０～３×１０
６ 噪声光能

与假设光能的对比余值，可见其一直小于噪声光

能与假设光能的对比余值。单从余值的角度上来

讲，图８表明了正则化参数α在９～１０６时反演算

的解比假设解能更好地拟合加入噪声后的光能数

据，即在数学意义上是优异的。为了更直观地表

明其数学上的优越性，将选取正则化参数α＝１０
６

时的假设噪声与反演算光能曲线进行对比，以确

定数学意义上的拟合程度；然后比较反演算的解

与假设解，以观解的现实可信度。

从光能曲线对比结果（图６）可见，在反演算

加入噪声光能时，其光能值在大体上和细节上都

比假设光能值更接近加入噪声的光能曲线。从解

的对比图中也可以看出，不仅反演算的解和假设

解在大体上重合度较好，而且反演算的解具有不

错的光滑性。需要解释的一点是在７０环处出现

的小峰并不能说明它一定是一个意外峰，这是因

为所用来反演算的数据是加入１０％噪声后的数

据，那么加入噪声后的解一定会和原假设的解有

细微的出入，这反而恰能证明算法具有比较高的

精确性。
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图６　正则化参数α＝１０
６ 时的假设光能，噪声光能，

反演算光能曲线的对比图及局部放大

Ｆｉｇ．６　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅａｍｏｎｇａｓｓｕｍｅｄｅｎｅｒｇｙ，ｎｏｉｓｅｅｎ

ｅｒｇｙａｎｄｉｎｖｅｒｓｅｄｅｎｅｒｇｙ

图像和数据都证明了加入正则化模块后，反

演算在精确性略降低的同时能大大提高解的光滑

性，即现实可信度。为了更大程度地挖掘正则化

在这一方面的潜力，下节将比较几种正则化矩阵，

并选取合适的正则化矩阵和一种合适的正则化方

法。

２．２．２　正则化矩阵的选取

通常的正则化矩阵都是对角矩阵或类对角矩

阵，如Ｔｉｋｈｏｎｏｖ标准型中的犔＝犐。这可能是因

为对角或类对角矩阵的正则化矩阵对原问题的条

件数有较好的改良能力，同时又不会对原矩阵造

成太大的影响。又比如经典的 Ｔｗｏｍｅｙ算法中

所采用的正则化矩阵为：

犔狋＝犔
－１犔＝

１ －２ １ ０ ０ … ０

－２ ５ －４ １ ０ ０ …

１ －４ ６ －４ １ ０ …

… … … … … … …

０ … １ －４ ６ －

熿

燀

燄

燅４ １

．

（３）

Ｈａｎｓｅｎ
［８］也提到了两个正则化常用的矩阵

算子犔１ 和犔２ 及其各种组合形式，用于图像修复

处理。

犔１＝

－１ １

－１ １

…

－１ １

－

熿

燀

燄

燅１ １

，

犔２＝

－１ ２ －１

－１ ２ －１

…

－１ ２ －１

－１ ２ －

熿

燀

燄

燅１

．

（４）

梁［７］提出了另一种正则化矩阵：

犔犾＝

－１ ３ －３ １

－１ ３ －３ １

…

－１ ３ －３ １

－１ ３ －

熿

燀

燄

燅３ １

．

（５）

可见，这些正则化矩阵的主要作用是使解变

得光滑，狓越光滑，第二项范数‖犔
－１犔狓‖２ 越小。

图７　不同正则化矩阵在不同正则化参数下的余值比较

Ｆｉｇ．７　Ｒｅｓｉｄｕａｌｖａｌｕｅｓａｔｄｉｆｆｅｒｅｎｔｒｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎ

ｍａｔｒｉｃｅｓａｎｄｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

从图７中可见，采用Ｔｉｋｈｏｎｏｖ标准型正则

化矩阵犔狋犻＝犐（对角为１的方阵）和 Ｈａｎｓｅｎ提出

的犔犾矩阵算子的算法余值随着正则化参数的增

大而迅速增大，这样很容易使正则化后的问题偏

离原问题。而采用 Ｔｗｏｍｅｙ 光顺滑矩阵 犔狋，

Ｈａｎｓｅｎ提出的矩阵犔２，和梁
［９］提出的犔ｌ矩阵作

为正则化矩阵算子，其算法余值虽然也随着正则

化参数的增大而增大，但是增大速度相对低，其中
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尤以采用Ｔｗｏｍｅｙ光顺滑矩阵犔狋 的算法余值增

长率最佳。

２．２．３　正则化参数和正则化矩阵的配合选取

采用Ｔｗｏｍｅｙ的光顺滑矩阵时，正则化参数

的选取也是一个不可忽视的环节，正则化参数α

的选取是否适当，不仅影响着算法的收敛性，还影

响着所求得的解是否收敛于问题的真实解。

在参数选取上，将ＧＣＶ函数选取法
［３］：

ＧＣＶ（α）≡
‖犫－犃狓‖

（狋狉（犐－犃犃＃
〗））

２＝
‖（犔－犃犃＃）犫‖

２
２

（狋狉（犔－犃犃＃））２
，

（６）

与Ｌ曲线（ＬＣｕｒｖｅ）法
［８］进行了对比。

可见ＧＣＶ法中正则化参数是直接根据己知

矩阵犃，向量犫和正则化矩阵犔所计算出来的，而

Ｌ曲线法则要根据枚举狀次不同的正则化参数进

行实验［１０］，从中直观地“挑出”达到最佳的平衡

点。两种方法相比起来各有其优点，ＧＣＶ方法快

捷、方便，并可以对其进行加工改进，但是所得的

结果不一定能达到最佳的平衡点；Ｌ曲线法的计

算强度高，约为ＧＣＶ法的狀倍（狀为Ｌ曲线所采

集的正则化参数数据点的个数）。以Ｔｗｏｍｅｙ光

顺滑矩阵算子为例，Ｌ曲线法和ＧＣＶ方法的应用

结果比较如下。

图８　Ｌ曲线法与ＧＣＶ法的正则化参数

Ｆｉｇ．８　ＲｅｇｕｌａｒｉｚａｔｉｏｎｐａｒａｍｅｔｅｒｓｏｆＬｃｕｒｖｅｍｅｔｈｏｄ

ａｎｄＧＣＶｍｅｔｈｏｄ

由式６得ＧＣＶ（α）＝４．３８９８×１０
５，而用Ｌ

曲线法计算得α＝２．９０７ｅ＋００５。可以说两者相

差并不大，但是从Ｌ曲线上来看，ＧＣＶ法所取的

点偏右，也就是说它的横坐标余值ｎｏｒｍ（犅狓－犫）

项大于Ｌ曲线法，而纵坐标余值ｎｏｒｍ（狓）也只比

Ｌ曲线法稍小。由图８可推测Ｌ曲线法的正则化

参数应该更优于ＧＣＶ法，为了验证这一猜测，图

９给出了狓解的分布曲线和光能分布曲线。

（ａ）解的对比

（ａ）Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｓｏｌｕｔｉｏｎｓ

（ｂ）光能曲线的对比

（ｂ）Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎｏｆｏｐｔｉｃｅｎｅｒｇｙｃｕｒｎｖｅｓ

图９　Ｌ曲线法和ＧＣＶ法选取参数对算法的影响对比

Ｆｉｇ．９　ＣｏｍｐａｒｉｓｏｎｂｅｔｗｅｅｎＬｃｕｒｖｅｍｅｔｈｏｄａｎｄ

ＧＣＶｍｅｔｈｏｄ

可见，两种方法的解和计算光能曲线均相

差不大，但仔细比较可以发现Ｌ曲线法的解稍平

滑，而且计算光能曲线与反演算的噪声光能曲线

拟合得更好，因此可以总结出，ＧＣＶ法快速，而Ｌ

曲线法性能稍优。在参数选择方面综合了两种方

法的长处，即先采用ＧＣＶ法计算出参数α，然后

在该参数α的数集
α
２
，２［ ］α 内以α

４
为间隔分取５

点值：α
２
，３α
４
，α，
５α
４
，２α进行Ｌ曲线法分析，从而选

出较优参数。

２．３　松弛迭代对算法的影响

松弛迭代法是 ＧａｕｓｓＳｅｉｄｅｌ法的改进，它可
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以加速迭代过程：

狓
（犽＋１）
犻 ＝ω狓

（犽＋１）
犻 ＋（１－ω）狓

（犽）
犻 ． （７）

显然，由于新值狓
（犽＋１）
犻 通常优于旧值狓

（犽）
犻 ，所

以可将两者组合成松弛值狓
（犽＋１）
犻 以尽量发挥新值

的优势。

之所以要采用松弛迭代法作为继承共轭梯度

法第二步的迭代方法是因为它的迭代过程比较稳

定，而且对负值的处理较好。松弛迭代法的主要

参数有迭代次数（中止条件）和松弛因子ω。通常

迭代次数主要是要在精度和速度之间找到平衡，

松弛因子ω值的范围在１．１～１．５之间。本文对

松弛算法的这两个参数进行了测试，测试条件为：

使用共轭迭代法作为预迭代，使用Ｔｗｏｍｅｙ正则

化矩阵，综合ＧＣＶ法和Ｌ曲线法选取正则化参

数，对５００次内的迭代余值ｎｏｒｍ（犅狓－犫）进行对

比分析。

图１０　不同松弛因子ω迭代法的迭代次数与余值图

Ｆｉｇ．１０　ＲｅｓｉｄｕａｌｖａｌｕｅｓｏｆｄｉｆｆｅｒｅｎｔＳＯＲｆａｃｔｏｒｓω

由图１０可见，松弛因子越大，最初的１００次

迭代越快，但是，如果松弛因子过大，会造成迭代

过程不稳定。总的来说，参数为１．２和１．３时迭

代加速性质和稳定性都比较优秀，基本上能在接

下来的１５０次迭代过程中得到稳定的解。因此，

所采用迭代次数为２５０，松弛因子为１．２。

３　结　论

　　 激光粒度仪所采用的反演算法较多，但各单

一的方法都会存在这样或那样的不足，应寻找一

种能扬长避短的综合算法，以达到准确性、稳定

性、加速性和光滑性的统一。

本文所述这种综合算法采用的３种算法分别

具有一定的功能。其一，共轭梯度法旨在快速地

找到第二步迭代的初值，而且该初值本身的余值

己达到较好的水平。采用共轭梯度法作为预迭代

法比不采用预迭代法所获的解更快更优。其二，

正则化法的意图在于降低方程的病态性，使方程

趋于良态易解。分析表明，采用正则化法后方程

的条件数可降为原条件数的１０－１１。其三，松弛迭

代法作为第二步迭代过程对第一步迭代的值进行

了重新迭代，解决了共轭梯度法对负数解无能为

力的缺点。因此，这种综合算法兼顾了３种算法

的长处，分别应用了共轭梯度法的收敛速度、正则

化的抗噪声能力和松弛迭代法的负数处理能力。

与此同时，还避开了３种算法的缺点，如共轭梯度

对负数解的处理能力不佳、正则化法的参数选择

问题和松弛迭代法的收敛速度问题。另外，经国

家标准颗粒样品验证，在综合３种思想的同时，参

数的选择能达到目的性的统一，不会在不同算法

的接口处发生错误。通过分块把算法分成３个模

块分别进行参数的选择在整体上依然能够发挥正

常的优化作用。

通过实验最终确定的最佳参数为：共轭梯度

法的迭代次数为５０次，松弛迭代法的迭代次数为

２５０次，正则化矩阵为Ｔｗｏｍｅｙ光顺滑矩阵算子，

正则化参数为α
２
，３α
４
，α，
５α
４
，２α在Ｌ曲线法中求得

的最优点（α为ＧＣＶ方法的计算值），松弛因子为

１．２。
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